Kapitel 2

Finite Differenzen fiir die Poisson-Gleichung

In diesem Kapitel behandeln wir die Methode der Finiten Differenzen (Fi-
nite Difference Methods, FDM) im Spezialfall der Poisson-Gleichung (1.5)
in d = 2 Raumdimensionen. Finite Differenzen sind fiir einfache Gebiete €2
sehr leicht zu implementieren, haben aber hohe Glattheitsanforderungen.
Die Konvergenz folgt aus der Konsistenz der Differenzenapproximation und
einer Stabilitdtsaussage. Am Ende des Kapitels werden Verallgemeinerun-
gen auf gleichméfig elliptische Differentialgleichungen skizziert.

2.1 Einfiihrung eines Gitters — Diskretisierung

Der erste Schritt zur numerischen Losung der Poisson-Gleichung auf ei-
nem Rechteckgebiet Q C R? ist die Einfiihrung eines Gitters, das wir hier
aquidistant in beiden Raumdimensionen wéahlen, Abb. 4. Die Gitterweite
sei mit h bezeichnet. Als Menge von Gitterpunkten im Inneren erhalten wir

Qp={(z,y) €Q: z=ih,y=jh fixi=1:N,j=1:M}
und als Randpunkte

oy = {(z,y): z=ih,y=0vy=(M+1)h,i=0: N+1}
U{(z,y): 2=0ve=(N+1hy=jh, j=0: M+1}.
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Abbildung 4: Diskretisierung eines Rechteckgebietes.

Dabei setzen wir voraus, dass ein Koordinatensystem mit dem Ursprung
links unten eingefithrt wurde und dass h passend gewéhlt ist, um alle vier
Randsegmente exakt aufzulosen.

In jedem Gitterpunkt Z; ; = (z;,y;) ist nun eine Approximation U, ; der
exakten Losung u(Z; ;) gesucht. Wir gehen zunéchst von Dirichlet-RB u = ¢
auf 02 aus. In diesem Fall sind die diskreten Werte U; ; auf dem Rand durch

einfache Auswertung der Funktion g gegeben,
Uz’,j = g(Zi,j) fiir Zi,j e 08y,.

Sei nun Z; ; € {2, ein Punkt im Innern des Gebietes. Wir approximieren den
Laplace-Operator Au in Z; ; durch den diskreten Differenzenoperator

Ahu(Zi,j) = %(U(ZHLJ‘)+U(Zi_1’j)+u(Zi7j+1)+U(Z¢,j_1)—4U(Zi’j)). (2.1)

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem Differenzenstern
(Stencil), konkret hier dem Fiinf- Punkte-Stern, denn zur Auswertung wer-
den die sternférmig um Z; ; gelegenen Nachbarpunkte benotigt, Abb. 5.

Zur Losung der Poisson-Gleichung ersetzen wir —Awu = f in jedem inneren
Gitterpunkt durch das diskrete Analog

—Apu(Zi ;) = f(Zi)) firi=1:N,j=1: M. (2.2)
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Gewichte

Abbildung 5: Standard-Fiinf-Punkte-Stern.

Es resultiert die Forderung
AU; ;= U1 —Uirj — Uijor — Ui = W2 f(Zi ) (2.3)

fir s =1: N,j7 =1 : M. Randpunkte mit den Indizes U, U; p+1 bzw.
Uoj, Unt1,, die in (2.3) auf der linken Seite stehen, sind durch die Aus-
wertung von g gegeben und kénnen auf die rechte Seite gebracht werden.
Damit erhalten wir die Gleichungen

AUij =Uipry = Uiy = U1 = Uijr = W f(Ziy)  i=2:N—-1,j=2:M-1;

4Ui,1 - Ui+1,1 - Ui71,1 - Ui,2 = hzf
AWing = Uipas — Uicis — Uigor = RS
AUn; —Un-1j — Unji1 —Unj1 = h2f
4Ul,j - U2,j - Ul,j+1 - Ul,jfl - hzf

Zi1) + 9(Zip) i=2:N—1;
Zinm) + 9(Zi 1) i=2:N—1;
Zn;) + 9(Zny1y) ]J=2:M-1,

Zl’] + g(ZO,j) ] =2: M — 1, (24)

o~ o~ o~ o~

AUy — Usy — Uiy = h2f
AUny—Uyo1g—Uya = W°f
AU v —Usy —Uiyp1 = h*f
AUny —Unir —Uvyn = h2f

Zha) +9(Zoq) + 9(Z1);

Zna) + 9(Zniaa) + 9(Zno);
Zvm) + 9(Zoar) + 9(Z1p41);
Znm) + 9(Znsim) + 9(Zn )

o~ o~~~

Um das Gleichungssystem in den /N - M Unbekannten U; ; ibersichtlicher zu
schreiben, ordnen wir die Unbekannten im Vektor U; lexikografisch an,

Uy == (Ui1,Us1,...,UN1,
U1,27 U2,27 IR UN,27 (25)

Ui, Usar, - U ).

17



Fuenfpunktestern, N=20

0.8

0.6

0.4

0.2

ro

Abbildung 6: Losung der Poisson-Gleichung auf dem Einheitsquadrat, Bsp. 2.1.

Die Unbekannten sind also zeilenweise sortiert. Das lineare Gleichungssy-

stem fassen wir zusammen zu
AhUh = Fh, (26)

wobeil die N - M x N - M Matrix A;, und die rechte Seite Fj durch die
entsprechend der Nummerierung zu wihlenden Eintrage aus (2.4) festgelegt
sind.

Die Anwendung des Differenzenverfahrens des Fiinfpunktesterns fiithrt also
auf das lineare Gleichungssystem (2.6). Jede Komponente des Vektors Uy,
stellt eine Approximation an die exakte Losung in einem diskreten Gitter-
punkt dar.

Beispiel 2.1:  Fiinfpunktestern im Einheitsquadrat

Wir 16sen die Poisson-Gleichung auf dem Einheitsquadrat 2 = (0,1) x (0,1) mit Nullrandbe-
dingungen g(z,y) = 0 auf 9Q. Als Gitterweite setzen wir h = 1/(N + 1). Dariiberhinaus ist
M = N, so dass (2.6) ein lineares Gleichungssystem in N - N Unbekannten wird. Im Fall der
lexikografischen Anordnung (2.5) der Unbekannten hat die Matrix A;, Blocktridiagonalgestalt,
d.h.,

B I 0 4 -1 0
Ay = r B mit B = e RVXN,
I | -1

0 I B 0 1 4
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In Abbildung 6 sieht man ein numerisches Beispiel mit N = 20 und f(z,y) = 272 sin 7z sin 7y

(exakte Losung ist u(x,y) = sin 7w sinmy).

Konsistenz. Wie gut approximiert der Differenzenoperator des Fiinfpunk-
testerns den Laplace-Operator? Dazu folgende Definition, bei der wir mit
Aj, den Fiinfpunktestern assoziieren, aber auch andere Differenzenverfahren

zulassen.

Definition 2.1 Konsistenz
Das Differenzenverfahren Ay ist konsistent mit dem Laplace-Operator A,

falls
Au— Apu=~y(h) und }Lir% v(h) =0 auf Q,

fiir alle Funktionen u € C?(Q) gilt. Das Verfahren hat die Konsistenzord-
nung k, wenn fir u € C**(Q)

Au — Apyu = O(hk) auf
fiir h — 0 gilt.

Der Fiinfpunktestern hat die Konsistenzordnung 2, denn fiir kleine Schritt-
weiten h ist

AU(ZZ',]‘) - Ahu(Zm) = O(hQ) (27)

Beweis:

u(:c+h,y):u(x,y)+th( y) + h282( y) + h383( y) + O(hY),

Ox? 6 O3
B c')u 282 1, 30% 4

Daraus folgt

0%u 1 9
axz(wy) =) ((x—l—hy)+u(x—hy)—2u(a?y))+0(h ).
Analog ergibt sich

Pu L h h) —2 O(h?
o (@) = 25 (u(@,y +h) + w(w,y — h) — 2u(z,y)) + O(h%).

Mit Einsetzen von (x,y) = Z; ; folgt die Behauptung.
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Aus der Konsistenz folgt noch nicht die Konvergenz. Dazu braucht man
zusitzlich eine Stabilitdtsaussage, sieche den néichsten Abschnitt. Auch ist
noch nicht geklért, ob das lineare Gleichungssystem (2.6) iiberhaupt eine
eindeutige Losung besitzt. Zuvor besprechen wir aber kurz Erweiterungen
des Differenzenverfahrens.

Neumann-Randbedingungen. Bei Vorliegen von Neumann-Randbeding-
ungen Ju/Jdv = « auf einem Randstiick ist die Diskretisierung zu modifi-
zieren. Wir betrachten die Situation, dass auf der linken Kante

Iyp:={(z,y): 2=0,y=jh,j=1: M}

des Rechteckgebietes (2;, Randbedingungen der Form

ou(x,y) —ou(z,y)

ov(z,y) T or ale,y)

vorliegen. Einfachster Ansatz ist der einseitige Differenzenquotient

u(wo, yj) — u(w1,y;)
h

Die diskreten Werte Up ; = u(xo, y;) sind nun weitere Unbekannte, die tiber

= a(zo,Y;), j=1:M. (2.8)

(2.8) gegeben sind. Offensichtlich bringt dieses Vorgehen einen zusétzlichen
Konsistenzfehler der Gréflenordnung O(h) fiir die Variablen Uy ; ins Spiel.

Eine bessere Konsistenz der Ordnung O(h?) erhilt man mit dem symme-
trischen Differenzenquotienten

U(Iil, y]) B U(Q’fl, y])
2h

Als weitere Unbekannten hat man hier die Werte u(x_1, y;) links des Randes,

= oo, y;), j=1:M. (2.9)

die aus (2.9) folgen. Dariiberhinaus sind die Werte u(xg,y;) auf dem Rand
unbekannt. Um sie zu berechnen, wird der Differenzenoperator auch fiir die
Randpunkte ausgewertet. Uber (2.9) werden dann die Punkte Z_; ; in das
lineare Gleichungssystem eingearbeitet.

20



Abbildung 7: Krummliniger Rand und Differenzenstern

Krummliniger Rand. Bei Gebieten mit komplexeren Geometrien ist die
Diskretisierung zu modifizieren, um den Rand aufzulésen. Zunéchst diskreti-
siert man €2 dquidistant mit Schrittweite h. Sind nicht alle vier 4quidistanten
Nachbarn eines Punktes in €2, werden zusétzliche Randpunkte erzeugt.

Abb. 7 illustriert die Situation anhand eines konvexen Randstiicks mit
dem Zentralpunkt Z und den nach den Himmelsrichtungen bezeichneten
Nachbarn O, W, N, S. Der Punkt Z hat zwei Nachbarn W und N, die auf
dem Rand liegen, aber nicht durch das dquidistante Gitter erfasst werden.
Die Schnittpunkte des Gitters mit dem Rand legen die Punkte W und N
fest. Es ist W = Z + (hw,0) sowie N = Z + (0, hy) mit Schrittweiten
hw < h, hy < h.

Die Differenzenapproximation ist bei solchen Réndern zu modifizieren. Man
zeigt durch Taylorentwicklung

 2u(Z) 2u(0) 2u(WW)
umc(Z) a _hohW + ho(ho + hw) + hw(ho + hw) + O(h)’ (2'10)
uyy(Z) = 2u(2) + 2u(5) + 2u() + O(h).

hshy | hs(hs +hy) | hy(hs + hy)

Lésst man die O(h)-Terme auf der rechten Seite von (2.10) weg, erhélt man
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eine Modifikation des Fiinfpunktesterns fiir nicht dquidistante Schrittweiten,

. 2u(Z2) 2u(0) 2u(W)
Ahu(z) o hohw + hO(ho + hw) + hw(ho + hw) (2.11)
_ 2u(Z2) 2u(S) 2u(N)

hshy — hs(hs +hyx)  hy(hs +hy)
Im Zusammenhang mit der Auflosung krummliniger Rénder bezeichnet
man dieses Differenzenverfahren auch als Shortley- Weller-Schema. Fiir aqui-
distante Schrittweiten stimmt das Verfahren mit dem Standard-Fiinfpunkte-
stern iiberein. Die Konsistenzordnung ist bei nicht dquidistanten Schrittwei-
ten aufgrund von (2.10) um 1 erniedrigt.

Wie man sich leicht iiberlegt, stofit dieses Vorgehen bei einspringenden
Ecken schnell auf Schwierigkeiten. Hier zeigt sich einer der Nachteile der
Methode der Finiten Differenzen: Komplexe Geometrien sind nur schwierig
aufzulosen und machen die Verfahren unhandlich.

Um im folgenden nicht nur Rechteckgebiete zu behandeln, sondern auch
allgemeinere Geometrien, verwenden wir statt der Differenzenformel (2.3)

den Fiinfpunktestern fiir die Poisson-Gleichung im nicht dquidistanten Fall
(2.11) und schreiben

azUz +apUp + awUw + ayUny + agUs = h2f(Z) . (2.12)

Dabei stehen U;, | € {Z,O0,W, N, S}, fir die numerischen Approximatio-
nen in den diskreten Punkten. Die Koeffizienten a; ergeben sich aus den
Schrittweitenverhéltnissen nach (2.11).

Algorithmus 2.1  FDM fiir das Dirichlet-Problem
1.) Wihle Grundschrittweite h > 0 und bestimme €}, sowie 0Sy,.
2.) Wihle eine Nummerierung der Unbekannten Uy fir Z € .
3.) Aufstellen der Differenzengleichung

azUz + aoUo + aw Uy + ayUy + asUs = h*f(Z)
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fiir alle Z € .

4.) Falls Randpunkte Ur mit R € 092, in der Differenz auf der linken Seite
auftreten, sind diese tiber die Randbedingung uw(R) = g(R) auszuwerten und
auf die rechte Seite zu bringen.

5.) Erstelle das lineare Gleichungssystem
AU, = F, (2.13)

mit entsprechend der Nummerierung angeordneten Unbekannten
Un = (Uz,)i=1:n, Zi € Q.

6.) Lise das lineare Gleichungssystem und erhalte die diskreten Werte Uy,
als numerische Approximation.

Im Fall von gemischten Randbedingungen mit zusitzlichem Neumann-Rand
sind die Approximationen (2.8) bzw. (2.9) entsprechend einzuarbeiten.

2.2 Analyse der Diskretisierung

Bisher haben wir nur den Begriff der Konsistenz eingefiihrt, die Konvergenz
bleibt zu untersuchen. Wichtiges Hilfsmittel ist ein diskretes Mazimumprin-
zip, das wir zunéchst herleiten wollen. Wir verlangen a priori, dass die Git-
terweite h klein genug gewahlt wird, so dass die Menge der diskreten Punkte
), zusammenhéngend ist (andernfalls ist die Diskussion fiir jedes Teilgebiet

separat zu fithren).

Das Differenzenverfahren (2.12) im Punkt Z lautete

Y alUi=rf(Z).
1e{Z,0,W,N,S}
Die Koeffizienten «; haben dabei die Eigenschaften

az >0, o <0firle{O,W,N,S}, z aq=0. (2.14)
1e{Z,0,W,N,S}
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Die ersten beiden Eigenschaften sind klar, zur letzten betrachte

2h? - 2h2 - 25?2 2 <2(ho + hw) — 2hw — 2ho)> 0
hohw  ho(ho +hw)  hw(ho + hw) hohw (ho + hw)
und analog
2h? 2h? 2h?

hshy  hs(hs +hy)  hy(hs + hy)

Angenommen, es ist f(Z) < 0 in einem Punkt Z € €}, und zugleich Uy das
Maximum iiber alle Nachbarn, d.h.

Z aU; <0, U; > max Uj.

I€{Z.0W.N.S} ~ 1€{O,W,N,S}
Dann folgt
Z Oél(Ug—Uz) = Z Ozl(Ul—Uz)
1e{O,W,N,S} 1e{Z,0,W,N,S}
= Z Olel — UZ Z o
le{Z,0,W,N,S} le{Z,0,W,N,S}

< 0.

Da in der ersten Summe wegen «; < 0 und U; — Uz < 0 alle Summanden
nicht negativ sind, mufl zwingend gelten

Uz =Up =Uw =Un=Usg,

die diskreten Werte sind in allen fiinf Punkten des Sterns gleich. Damit sind
wir in der Lage, den folgenden Satz zu zeigen.

Satz 2.1  Diskretes Maximumprinzip

Gegeben sei die Poisson-Gleichung —Au = f mat f < 0 in Q und Dirichlet-
RB u = g auf 0Q2. Weiter seien Ay, der Differenzenoperator (2.11) und
{Ugz: Z€Qy vV Z e} die aus der Vorschrift (2.12) resultierenden nu-
merischen Approximationen einschliefSlich der ausgewerteten Randpunkte.
Falls

max Uz > max Ug,
ASYS ReoQ)y,
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dann ist Uy konstant. Andernfalls wird das diskrete Maximum auf dem Rand

angenomimen.

Bew.: Sei Uz mit Z € 2, ein globales Maximum im Innern. Wie oben gezeigt, stimmt dann Uy
mit allen vier Nachbarpunkten tiberein. Wir marschieren nun im Gitter eins weiter und betrach-
ten einen der Nachbarpunkte als neuen Zentralpunkt. Wiederum greift diesselbe Argumentation,
die diskreten Approximationen in allen vier Nachbarpunkte miissen iibereinstimmen. Durch Mar-
schieren bis zum Rand und Ausschopfen aller Punkte in €, folgt so, dass Uy fiir alle Z € €, und

Z € 0§, immer denselben Wert annimmt, also konstant ist. Il

Analog zu den Aussagen im kontinuierlichen Fall (Satz 1.1) ergeben sich
Folgerungen aus dem diskreten Maximumprinzip. So hat man auch ein dis-
kretes Minimumprinzip: Ist f > 0 in €2, dann ist die diskrete Losung ent-
weder konstant oder nimmt ihr Minimum auf dem Rand 90€;, an. Weiter
gilt ein diskretes Vergleichsprinzip: Sei Vj, eine weitere diskrete Losung (zu

anderen Daten) und
AU, < —=ALV, \V/ZEQh, Ur < Vg VRe€O,.
Dann folgt U; < V; in allen diskreten Punkten Z € §y,.

Eine weitere Folgerung ist

Satz 2.2  Gegeben sei die Poisson-Gleichung —Au = f mit Dirichlet-RB
u =g auf 0X2. Weiter sei
AU, = F,

das aus der Vorschrift (2.12) resultierende lineare Gleichungssystem. Dann
ist die Matrix Ap, nicht singuldr, und das lineare Gleichungssystem besitzt

eine eindeutige Losung.

Bew.: Das zugehorige homogene Gleichungssystem AU, = 0 entspricht einer Diskretisierung
von —Awu = 0 mit Nullrandbedingungen. Nach dem Maximumprinzip ist Uz < 0 in allen Punkten
Z € Qp, nach dem Minimumprinzip dagegen ist Uz > 0. Also hat das homogene Gleichungssystem

nur die triviale Losung Uy, = 0, und die Matrix Ay, ist nicht singulér. O
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Globaler Fehler. Nachdem die Existenz der numerischen Lésung nach-
gewiesen ist, bleibt die Frage, wie gut das Differenzenverfahren die exakte
Losung approximiert. Fiir die Differenz Au — Aju hatten wir bereits den
Begriff der Konsistenz und des Konsistenzfehlers eingefithrt. Man konnte
hier auch von einem [okalen Fehler sprechen. Weiter definieren wir:

Definition 2.2  Globaler Fehler

Der globale Fehler des Differenzenverfahrens Ay im Punkt Z € Qy, ist die
Differenz
(%) = u(Z) - Uz,

wobei u(Z) die exakte Losung und Uy die numerische Approximation be-
zeichnen.

Wie hangen lokaler und globaler Fehler zusammen? Wir bezeichnen den
lokalen oder Konsistenzfehler mit

r(Z) = Au(Z) — Apu(Z) fir Z € Q.
Nun ist

An(Z) = Apu

= —T’(Z ).
Diesen Zusammenhang formulieren wir als diskretes Randwertproblem
—Apn =71 in Q, n=0 auf 0Qy. (2.15)

Da auf dem Rand 0f) die Losung exakt ist, verschwindet der globale Fehler 7
dort. Dieses Randwertproblem kénnen wir, bei Einbezug der Nummerierung
der Unbekannten, als lineares Gleichungssystem

ALE =K (2.16)
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schreiben. Dabei ist Aj; die Matrix (2.13) aus Algorithmus 2.1 sowie
E;, = 77(Zz>7 K, = T(ZZ) fiur Z; € (.

Man beachte, dass die Nullrandbedingungen fiir 7 im linearen Gleichungs-
system bereits beriicksichtigt sind.

Anhand des linearen Systems (2.16) kénnen wir nun entscheiden, ob das
Differenzenverfahren konvergiert. Der Fehlervektor E geht gegen Null, falls

(7) |IK|| —0 firh—0 (Konsistenz)

und
(7i) die Inverse Aj, beschriankt bleibt. (Stabilitét)

Man sagt, Konsistenz und Stabilitit bewirken zusammen Konvergenz. Die
Aussage (ii) iiber die Beschrinktheit kann man als ||4;"| < C' < oo mit
einer von h unabhéngigen Konstante C' formulieren. Doch welche Norm soll
man wéhlen?

Alternativ hilft bei der Aussage (ii) das diskrete Maximumprinzip weiter.
Dazu fithren wir eine Skalierung

n:=mn/y, T:=r/y mit’y::IZnaX|r(Z)\
ey,

durch und betrachten
—Apnp=7 mit —1<7(2)<1 VZ €.

Auf dem diskreten Rand 02, verschwindet 77 genauso wie 7. Sei nun (2
beschrinkt und im Kreis B,(0) = {(z,y) € R? : 2? 4+ y* < p®} enthalten.

Die Funktion !

w(z,y) = (0" =" —¢’)
ist > 0 auf dem Rand und erfillt —Aw = —Apw = 1 auf €. Also gilt

—AhﬁS—Ahw in Qh, ﬁzogw auf@Qh.
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Mit dem diskreten Vergleichsprinzip schlieBen wir auf 77 < w < 1/4p? in
allen diskreten Punkten Z € Q. Mit @ := —w folgt analog —1/4 p? < 7, so
dass wir wegen 7 - maxyzeq, |7(Z)| = 1 insgesamt die Abschitzung

1
m 7Y < — 2m 7, .
Ze%};f \77( )| - 4p Ze%z);f'r( )‘ (2 17)

erhalten. So kénnen wir die Konvergenz zeigen:

Satz 2.3 Seiu € C3(Q) die Losung der Poisson-Gleichung —Au = f
mat Dirichlet-RB u = g auf 0S). Weiter seien Ay, der Differenzenoperator
(2.11) und {Uy : Z € 4} die aus der Vorschrift (2.12) resultierenden
numerischen Approximationen. Dann konvergiert das Differenzenverfahren
gegen die exakte Losung, und es ist

max (u(Z) — Uz| = O(h)  firh — 0.

ZeQy,
Falls zusdtzlich w € C*Q) und dquidistante Diskretisierung vorliegt, dann
qilt

max [u(Z) — Uz| = O(h*)  fiir h — 0.
ASIS

Bew.: Aus der Konsistenz des Fiinfpunktesterns resultiert r(Z) = O(h) fiir alle Z € Q. Die
Abschétzung (2.17) liefert dann

1
Z)| < =p*Ch.
max n(2)| < 4p°Ch
Fiir v € C*(Q) hat man im #quidistanten Fall aufgrund (2.7) eine h-Potenz mehr. O
Bemerkungen

e Mit einer verfeinerten Analysetechnik kann die Konvergenzaussage im
nicht #quidistanten Fall auf ebenfalls O(h?) verbessert werden.

e Fiir die Konvergenz reicht im iibrigen schon u € C?(£2) mit gleichmBig
stetigen Ableitungen u,, sowie w,, aus.
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Die im Satz 2.3 vorausgesetzte Glattheit ist natiirlich eine sehr einschnei-
dende Voraussetzung, die man teilweise abschwéchen kann. Literatur dazu
und auch zum Einbezug von Neumann-RB:

Hackbusch, W.: Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen.
Teubner, Stuttgart 1986

2.3 Erweiterungen der FDM

Das in diesem Kapitel exemplarisch anhand der Poisson-Gleichung vorge-
stellte Differenzenverfahren kann leicht auf eine groflere Klasse elliptischer

Gleichungen verallgemeinert werden. Dazu betrachten wir
d

Lu = f, L:=— Z a;r(x) i (2.18)

Ox.0xy’
ik=1 Wk

mit dem elliptischen Differentialoperator L. Die Matrix A(x) = (a;(x)) ist
demnach symmetrisch positiv definit, und wir fordern zusétzlich, dass die
Koeffizienten a;;(x) stetige Funktionen sind.

Definition 2.3  Der elliptische Operator L aus (2.18) heif§t gleichmdifsig
elliptisch, wenn mit einer Zahl av > 0

T A@)E > all€|)* fiir € € R und x € Q
qilt. Die Zahl o 1st die Elliptizitdtskonstante.

Im Fall L = —A ist a = 1, wie man schnell nachrechnet.

Fiir Randwertprobleme mit gleichméfig elliptischen Differentialoperatoren
gilt ebenfalls das Maximumprinzip (Satz 1.1). Zur numerischen Losung von
Lu = f im Gebiet {2 geht man wie bei der Poisson-Gleichung vor:

1) Diskretisierung 2 — €2, und 99 — 02,

2) Approximation der Differentialquotienten bzw. Ableitungen von L durch
Differenzenquotienten. Das so gewonnene Differenzenverfahren schreibt man
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kurz als Differenzenoperator Lj. Seine Konsistenzordnung £ ist gegeben
iiber

Lu — Lyu = O(hF)
fiir u € C*™*(Q). Die Anwendung von Lj in einem Punkt Z € Q, liefert
dann eine Differenzenformel der Gestalt
azUyz +apUp + awUw + anUn + agUg
+anoUno + anwUnw + aswUsw + asoUso = h*f(Z).
Das Verfahren wird oft auch als Differenzenstern
aNWw QN ONO

aw dz Qo
asw asg 5o

angeschrieben.

3) Krummlinige Rédnder kénnen iiber eine nicht dquidistante Diskretisierung
am Rand aufgelost werden und fithren zu entsprechenden Modifikationen
im Verfahren L;. Resultat der Diskretisierung ist nach Nummerierung der
Unbekannten wiederum ein lineares Gleichungssystem AU, = F},.

4) Auch fiir das Verfahren L;, kann man unter den Voraussetzungen
Zoq:() und o <0 firl # 7
an die Koeffizienten das diskrete Maximumprinzip aus Satz 2.1 nachweisen.

5) Die Konvergenztheorie lauft dann analog zu Abschnitt 2.2, wobei aller-
dings an gewissen Stellen die Elliptizitdtskonstante av in die Abschétzungen
eingeht.

Stabilitidtstheorie mit M-Matrizen. Als Alternative zum diskreten Ma-
ximumprinzip kann man die Konvergenz der FDM auch mit der Theorie
der sogenannten M-Matrizen zeigen. Ausgangspunkt ist die in Abschnitt

2.2 hergeleitete Beziehung
ARE =K
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(Formel (2.16)) zwischen dem Vektor der globalen Fehler £ und dem Vektor
der Konsistenzfehler K in den diskreten Gitterpunkten. Offensichtlich ist

1B < 14, - 1K1

und somit folgt die Konvergenz, wenn man die Norm der Inversen von A,
unabhéngig von der Gitterweite h abschétzen kann.

Ohne in die Details zu gehen, seien hier die wesentlichen Resultate in diesem
Zusammenhang aufgefiihrt.

Definition 2.4  Eine Matrix A € R™" heifst M-Matrix, falls
a;; <0 fir 7 # j, A1 existiert, At>0.

Die Relation A~! > 0 ist dabei komponentenweise zu verstehen. Die beiden
letzten Eigenschaften in der Definition kann man alternativ auch iiber die
inverse Monotonie ausdriicken, bei der aus Az < Ay folgt © < y (wiederum

komponentenweise).

Satz 2.4  M-Kriterium

Es set A € R™" mit a;; < 0 fiir @ # j. A ist inversmonoton und damait
M-Matriz genau dann, wenn es einen Vektor e > 0 gibt mit Ae > 0. Es gilt
in diesem Fall zudem die Abschdtzung

lefloe

Ao € —2—.
14~ ming(Ae)y

(Beweis siche Ubung)

Mit geschickter Wahl des Vektors e und Anwendung von Satz 2.4 ist es so
moglich, fiir verschiedene Diskretisierungsverfahren Schranken fiir die Norm
der Inversen von A; anzugeben. Z.B. beim Standard-Fiinfpunktestern auf

dem Einheitsquadrat zeigt man auf diese Art und Weise
1

Al < =
45 o <
Abschétzungen beziiglich der 2-Norm findet man in Hackbusch, s.o.
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