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Vorwort

Dieses Skriptum fasst den Stoff der Vorlesung Numerische Mathema-
tik fiir Studierende des Bachelorstudiengangs Mathematik an der TU
Miinchen zusammen. Es ist zum aktiven Arbeiten gedacht, d.h. es
enthalt bewuBt immer wieder Liicken und Leerzeilen, die in der Vor-
lesung mit Inhalt und Skizzen gefiillt werden.

Bei der Stoffauswahl und -darstellung habe ich an vielen Stellen auf er-
probte Standardwerke zuriickgegriffen. Neben den bekannten Biichern
von Stoer/Bulirsch und Deuflhard/Hohmann sowie Deuflhard /Bornemann
ist hier vor allem auch das Skriptum Numerische Mathematik 1/11 von
Ch. Reinsch als ausgezeichnete Referenz zu nennen.

Miinchen /Garching, im April 2009 Bernd Simeon




Kapitel 1

Numerische Quadratur

Unter numerischer Quadratur versteht man die Berechnung des bestimmten
Integrals

b
107) = [ fla) ds

Der Name stammt von der “Quadratur des Kreises”, d.h. dem Versuch,
die Zahl 7 {iber die Fldachenberechnung eines Quadrats zu bestimmen. Falls
keine geschlossene (analytische) Integration moglich ist, benétigt man nu-
merische Verfahren.

Numerische Verfahren verlangen Integranden, die hinreichend oft differen-
zierbar (“glatt”) sind, d.h. f € C¥[a,b] mit k moglichst groB. Bei Unstetig-

keit in x = 7:
b T b
Zerlegung /f d:z::/f da:+/f dz .

Die Verfahren basieren auf Quadraturformelin
J(f) =Y gif(z:) ~ I(f)
i=0

mit Gewichten g; und Stitzstellen x;.

1



Anforderungen an Quadraturformeln

Das Integral ist ein lineares, positives Funktional auf C|[a, b] :

Iaf + g) = al(f) + F(g), und fiir f >0 = I(f) >0

Zusétzlich: I additiv bez. Zerlegung |a,b] = [a, 7] U [7,b] mit a < 7 < b.

Quadraturformel J soll analoge Eigenschaften haben!

e Forderung g; > 0, d.h. positive Gewichte. Damit gilt:
fz20 = J(f)=0

Weiteres Argument: Fehlerverstarkung fiir negative g;

Af) <6 = |AY gif (@)

< €Z|9i|

g; positiv: > |g;| = b — a, d.h. minimal
sonst: Y |gi| >b—a

1
e Forderung T Z g; = 1, d.h. konstante Integranden werden exakt

integriert.
Ubersicht zu Quadratformeln (hier nur sog. interpolatorische Formeln)

a) Stiitzstellen x; dquidistant, p(z) Polynom vom Grad n, das f(z;) fiir
1 =0,...,n interpoliert.

b
Ansatz J(f) := [ p(z) dz liefert Gewichte g;.
— NewtonfC’o;flesfFormeln, Abschnitt 1.1
Skizze:



b) Wahle x;, g; fiir i = 1,...,n, so dass

+1

/ p(x) dz = Zg@-p(wi)

—1

fiir alle Polynome p mdglichst hohen Grades.
— Gauflquadratur, Abschnitt 1.2

¢) x; aquidistant, wende in jedem Teilintervall [x;, z;11] elementare Qua-
draturformel an und summiere auf.

— Summenformeln, Abschnitt 1.3, Basis fiir adaptive Verfahren

1.1 Newton—Cotes—Formeln

Ansatz mit Stiitzstellen x; dquidistant, p Polynom interpoliert f(z;) (s.o.).

Trapezregel

_b—a
2

J(f) (f(a) + (b)) (1.1)

Also 2 Stiitzstellen xy = a, x1 = b, Gewichte gy = g1 = (b — a)/2, p linearer
Interpolant zu f(a), f(b).

Analyse des Fehlers R(f) := I(f) — J(f) tiber Polynominterpolation:

R = [(@) = ple)) do mit 1)~ ple) = (o= )@ — 2)"(©

(z — o) (z — 1) f"(§(x)) d

N —

tt—h)f"((t+a)) dt fix t=x—a, h=b—a

N | —

O\:- : \w



Da t(t — h) < 0 in [0, h]: Mittelwertsatz!
h
1 —1
— R() =516 [t~ h) de= )
0

—1
Also Fehler der Trapezregel R(f) = I(f) — J(f) = Eh‘o’f”(ﬁ*).
Die Quadraturformel ist exakt fiir P; (Polynome Grad < 1).

Fafiregel (nach Kepler)

1 =25 (s ar (5) +10) (12)

D.h. 3 Stiitzstellen xy = a, 1 = (a +)/2, xo = b;
p quadratischer Interpolant von f(z¢), f(z1), f(x2).

Fehler R(f) = —h®fW(£) - 5, exakt fiir Py,

Die Verallgemeinerung fiihrt auf die Newton—Cotes—Formeln:
p interpoliert n + 1 dquidistante Stiitzstellen a = xg, 21, ..., 2, = b.

Aber: Ab n = 8 negative Gewichte, wenig empfehlenswert!

1.2 Gauflquadratur

Bei der Gaulquadratur wihlt man xz;, g; fiir ¢ = 1,...,n so, dass

/1 p(x)dx = Zglp(x@) (1.3)

fiir alle Polynome p mdglichst hohen Grades gilt.

Beispiel 1.1: Wie sind z1, x5 und ¢;, g zu wéhlen, so dass

" f@) do = guf (1) + g ()

-1

fiir alle Polynome vom Grad kleiner gleich 3 gilt?
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Losung: Setze die Polynome 1, x, 2 und 22 ein, dann ergibt sich das Gleichungssystem

+1 +1
91+92=/ ldr =2, glx1+ggx2:/ xdr =0,
2 2 _ ! 2 1y — 2 3 3 _ ! 3 dp —
G177 + G2y = rhdr =3, G1T] + goy = z°dx = 0.
-1 _1

Diese 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten sind eindeutig 16sbar: Multipliziere die Gleichung

rechts oben mit 7 und subtrahiere die Gleichung rechts unten:
= Tty — g3 =0 = 27=2}

= 19 = —x; (keine doppelte Stiitzstelle!) = g1 = ¢o

1 1
= Gg1=¢=1 = 1'12—\/;,1’2:\/;

Ergebnis: 2 Stiitzstellen x1, x5 und 2 Gewichte g1, g reichen aus!

Die Fafiregel zum Vergleich ist auch exakt fiir p € P35, benétigt aber 3 Stiitzstellen. Die
eben hergeleitete Quadraturformel heifit 2-Punkt Gauf-Legendre-Regel.

Die Betrachtung von fjll f(x) dx ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit,

da
b —a ("' (fa+b b—a
d
[roa=tgt [ (05 )
(mit Transformation ¢ = ¢(z) = 4 + bty

Herleitung der n-Punkt Gauf3-Legendre-Regel

Voriiberlegung: Die Quadraturformel (1.3) kann nicht exakt sein fiir alle
Polynome p € Py, vom Grad 2n, denn dafiir ist p(z) = (z —21)?- (z — 29)?-
.+ (z — x,)? ein Gegenbeispiel:

+1

Zgip(%) =0, aber / p(z)dr > 0!
i=1
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Also fordert man:

+1 n
/ plz)dr =Y gp(z;)  Vp € Py, (1.4)
-1 i=1

Existieren Stiitzstellen und Gewichte, die diese Forderung erfiillen? Falls
ja, dann ergibt sich aus (1.4) eine notwendige Bedingung fiir das Polynom
q(x) - (x—x1)-...- (x —x,) € Pyy,_1 mit beliebigem ¢ € P,_;. Es muf} gelten

+1
/ g(x) - (x—x1) ... - (x —x,)dr =0 Vg e P,_;. (1.5)
71 . ~~ e
=:L,(x)

Interpretation der Formel (1.5): Definiere in P,,[—1, 1] das Skalarprodukt

(q,r) = /j q(z) - r(x)dx

1

(vergleiche den Hilbertraum Lo(—1,1)), dann bedeutet (1.5), da3 L,,(x) bzgl.
(, ) orthogonal zu allen Polynomen ¢ € P,,_y C P, ist, (¢, L,) = 0.

Das gesuchte L, ist eindeutig gegeben (bis auf Normierungsfaktor) in Form
des Legendre-Polynoms vom Grad n

Ly(x) = (%)!Dn ((2* = 1)") (1.6)

Skizze der ersten Legendre-Polynome

1

n=1: Li(x) ==z, n:2;L2<x):x2_§’
3 6 3
n=3: Lg(x):x?’—ga:, n=4: L4(x):a:4—?x2—|—£
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Beweis der Orthogonalitét:

/_ " D — 1) da

1

= q(z)D" (@ —1)"|’

- ~ 1
=0
1 (n—1) 2 1 o (n) 2
U@ -1 ey g s
=0 =0
= 0,

da (22 — 1)" = (z + 1)"(x — 1)" n-fache Nullstellen bei x = 41 hat und
damit D*(z? — 1)" n — k-fache Nullstellen.

Charakterisierung der Stiitzstellen z;: Die x; als Nullstellen von L,
liegen alle im Inneren von [—1, 1] und sind einfach. L, wechselt mindestens
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n mal das Vorzeichen in (—1, 1), denn andernfalls gébe es ein ¢ € P,_1, das
iiberall das gleiche Vorzeichen wie L, hat, so dafl fjll q(z)- Ly(x)dx > 0im
Widerspruch zu (1.5).

Skizze zu n = 3: L3 hat drei Vorzeichen-
wechsel in (—1,1), s. obiges Bild. Fiir ein Ls,
das in diesem Intervall nur einen Vorzeichen-
wechsel hat, ist rechts ein ¢ € Py eingezeich-
net, fiir das [¢- Ls > 0 ist.

Bestimmung der Gewichte g;: Die g; lassen sich iiber die Lagrange-
Polynome (vergl. Polynominterpolation) vom Grad n — 1,

n

lj(x):Hx_xi fir j=1,...,n,

l’j—il?i

i=1

i#j
bestimmen, da

1 n
/ lij(x)dr = g gilj(x;) = gj firj=1,...,n. (1.7)
-1 i=1

Der folgende Satz zeigt, dafl diese Wahl der x; und g; tatséchlich die For-
derung (1.4) erfiillt (bisher wurden nur notwendige, nicht hinreichende Be-
dingungen betrachtet):

Satz 1.1: Seien die Stiitzstellen x;, 1 = 1,...,n, die Nullstellen des Legendre-
Polynoms L, aus (1.6) und die Gewichte g;, i = 1,...,n, nach (1.7) be-
stimmt. Dann gilt

1 n
/ ple)de = gp(x))  Vp € Poyy,
-1 i=1
und fiir f € C*"[—1,1] gilt die Fehlerformel

[ 0= ar@) = 0700 o [ s

-

Cn



Beweis: Sei p € Py, beliebig. Dann gilt
p(x) =Y pla))l(e) = g(@) - (@ =) - .- (@ — @)
j=1
fiir ein ¢ € P,,_1, da die linke Seite z1, ..., z, als Nullstellen hat. Integration ergibt

/_117(95)‘133 = iﬂ%)/_ﬁb(z)dw%—/_tq(m)-(x_xl).m.(x_xn)dx

1

J/

-~

=0 nach (1.5)

= Y plx;) g5
=1

also ist die Quadraturformel exakt fiir alle p € Py,,_4.

Zur Fehlerformel: Sei f € C*"[-1,1]. P € Py, ; sei sein Interpolant zu den doppelten
Nullstellen x1, ..., z, (Hermite-Interpolation in x4, ..., x,). Dann ist

/llf(w)dx—iigif(xi) = /llf(:c) dx—zzn;giP(a:i)
= /_if(x)dx—/_llP(x)dx, da P € Py,_;.

Restgliedformel fiir Interpolation:

1

f@) = P@) = (@ — ) ... (x— :cn)QDQ"f(é)@ = D 1(6) gy o)’

Mit Integration folgt die Aussage. O

Bemerkungen

e Teil 2 des Beweises zeigt, dafl die Gaulquadratur auch als Interpola-
tionsquadratur interpretiert werden kann, und zwar mit einem Hermi-

teansatz: p interpoliert f und f’ in den Stiitzstellen z;.

1 2
e Werte der Konstanten c,,: n ‘ T j
¢ |3 0.0074 6-10

o Aufgabe: Zeige, dafl die Gewichte g; immer positiv sind!



Gaullquadratur mit Gewichtsfunktionen

Die oben gezeigte Herleitung der n-Punkt Gauf-Legendre-Regel 148t sich
verallgemeinern auf Integrale

wobei w € Cla, b] eine positive Gewichtsfunktion ist. Wieder ist eine Qua-

draturformel .
J(f) = szf(xz)
i=1

gesucht, die fiir Polynome moglichst hohen Grades exakt sein soll. Folgende
Aussagen gelten (hier ohne Beweis, siche dazu Stoer):

1. Es gibt eindeutig bestimmte normierte Polynome p,, n = 1,2,..., (mit
po = 1), die beziiglich des auf Cla, b] definierten Skalarproduktes

b
(1) = [ w@)f@)g(o) do
orthogonal sind:
<p¢,pj> =0 fiir ¢ 7& ]
(Zum Gewicht w(x) = 1 sind dies die oben eingefithrten Legendre-
Polynome, zu w(x) = e™* die Laguerre-Polynome, etc.)

2. Die Nullstellen x;, 2 = 1,...,n, von p, sind alle reell, einfach und im
Inneren von [a, b].

3. Die Gewichte w; ergeben sich aus dem linearen Gleichungssystem

Po, Po
po(fb‘l) Po(xn) wq < 0 >
\ Pn-1(x1) -+ pn-1(zy) \wn (')
invert?grbar !
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denn
n b

szpk(xz) = / w(z)pr(z) dz = (pg, po) fir k=0,1,...,n—1
i=1 “

4. Die so bestimmte Quadraturformel ist exakt fiir alle p € Py,,_1, Exakt-
heit fiir Py, ist nicht erreichbar!

5. Fehlerformel fiir f € C*[a, b]:

b n
" 1
[ clrr@)de = 3w = D €)oo
a i=1 '
Vor- und Nachteile der Gaufiquadratur

+ sehr effizient (fiir n Funktionsauswertungen das genaueste Ergebnis)

— aber nicht adaptiv (Fehlerkontrolle?)

Modifikation: Gauf}-Kronrod, bis Ordnung 512!

In der Praxis ist die GauBquadratur vor allem bei 2- und 3-dimensionalen
Integralen wichtig, z.B. in der Methode der finiten Elemente.
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Der Peano-Kern-Satz

An dieser Stelle noch ein Satz, der eine sehr allgemeine Form der Restglied-
oder Fehlerdarstellung ermoglicht, sowohl fiir die numerische Quadratur als
auch fiir die Interpolation.

Gegeben sei ein lineares Funktional L auf C™[a, b],

n k k
Lf:=) > ayfP )+ Z/bwj(x)f(j)(w) dv,  k<m.
j=0 /e

i=1 j=0

Satz 1.2 Peano-Kern

Seien die Stiitzstellen und Gewichte x;;, a;; € R und die Gewichtsfunktionen
w; € Cla,b] so gewdhlt, daff Lp =0 fiir alle Polynome p € P,,. Dann kann
Lf fir f € C™a,b] in der Form

Lf = / bf D () Ko (1) dt

mit dem Peano-Kern

1 m
Kn(t) = — Lz = )]

und den abgeschnittenen Potenzfunktionen
0 urx <t
(@ 1)1 = { !

(x —t)™ firxz>t

dargestellt werden.

Beweis: Taylorformel mit Restglied fiir f:

fl@) = fla)+ fla)(z—a)+...+ %f(m)(a)(w —a)”
Polynom vom Grad m

o [0 - o
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s of = Lo ([ e -oma)

m!
1 b
- —L </ FrY @) (@ — 1 dt> da (z —t)T =0 fir t >z
m: a
1 L
= m‘/ f(m+ )(t)Lx<33 — 1) dt

Hierbei steht L, fiir die Anwendung von L in Bezug auf die Variable 2 (und nicht ¢).
Warum darf man L und das Integral vertauschen? O

Anwendung des Satzes: Fehlerdarstellung bei Quadraturformeln, auch falls
f nicht geniigend glatt fiir klassische Restglieddarstellung ist.

1.3 Summenformeln

Zerlegung des Intervalls [a, b] in n Intervalle der Lénge h = (b — a)/n.
Setze xp :=a+ k- h, fr:= f(xp) fiir k=0,... n.

In jedem Teilintervall [z, z111] wende elementare Quadraturformel an und
summiere auf.

a) Trapezsumme J(f)=h(3fo+ fi+ fot ...+ fus1 +5/0)

aus Anwendung Trapezregel %h( fr + fre1) und Aufsummation.

a=x b=x, X

Flache = 1/2,h(f +f; )

13



= ()
1 n—1
3 "
= 5l &)
k=0
- Lo—aw S ey - —Lo—anre
BT o RNV

Skizze Gewichtsfunktion r:

r(z) “girlandenférmig”

b) Simpsonsumme: Analoger Ansatz mit Fassregel statt Trapezregel:
Skizze:
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T(F) = oo+ AR+ 2o A5+ 2fus s+ fu)

Fehler R(f) = (b— a)h*fW(£)/180
(Einsetzen n = 2 und h = (b — a)/2) liefert den Fehler der Fassregel.)

Adaptiver Simpson

Adaptivitéit ist eine wichtige Eigenschaft numerischer Verfahren. Man will
eine Berechnung nur bis zu einer gewissen Genauigkeitsforderung wie etwa
“5 Stellen” durchfiihren und dann abbrechen, um nicht unnétig viel Re-
chenaufwand zu investieren.

Ein dquidistantes Gitter verlangt einen unverhéltnisméaflig hohen Aufwand,
um solch eine Genauigkeitsforderung zu erfiillen, wenn der Integrand einen
lokal sehr unterschiedlichen Verlauf hat:

Von einem guten adaptiven Verfahren wird man erwarten, dass es dort
ein verfeinertes Gitter einsetzt, wo der Integrand f starke Nichtlinearitaten
aufweist.

Ein Beispiel fiir ein robustes und effizientes adaptives Quadraturverfahren
ist der adaptive Simpson, der auf der Fassregel basiert.

Idee: Sei [a, b] das aktuelle Intervall. Berechne I(f) tiber die Fassregel und
schitze den Fehler. Falls der Fehler klein genug ist, breche ab. Andernfalls
unterteile [a,b] in zwei Hélften [a, (a + b)/2] und [(a + b)/2,b] und fahre

rekursiv fort.
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Zur Durchfiihrung eines adaptiven Algorithmus braucht man einen Feh-
lerschdtzer. In unserem Fall eignet sich dazu die Information, die aus Fassre-

gel und Simpsonsumme folgt.

Fassregel:  J(f)[a,b] = b’T“ (f(a) +4f (‘IT“’) + f(b))

Simpsonsumme (2-fache Anwendung der Fassregel, Aufsummation):

A

J(Nla,b] = J(f)la, (a+b)/2] + J(f)(a +b)/2,b]
Fehler der Fassregel (h = (b—a)/2):  J(f) = I(f) + (b — a)h* f¥(£)/180
Fehler der Simpsonsumme:  J(f) = I(f) 4 (b— a)(h/2)* f¥(£*)/180

Daraus gewinnt man mit der Annahme (&) = 4 (£*) den Fehlerschitzer:

Algorithmus 1.1: Adaptiver Simpson

Gegeben TOL;
Berechne J := J(f)|a,b], J = j(f)[a,b];
J falls |J — J| < 15 - TOL

I(f)la,b] := { I(f)[a, aTer] +[(f)[aT+b,b] sonst
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Bemerkungen

e Das Abbruchkriterium kann man mit der aktuellen Intervalllinge ska-
lieren: Forderung |J — J| < 15 - TOL - (b — a).

e In der Praxis wird man zusétzliche Heuristiken einfiihren, um den Al-
gorithmus robust zu machen.

e Statt J kann man auch die bessere Approximation J = (16j —J)/15,
den sogenannten extrapolierten Wert, als Losung hernehmen. Der Feh-
lerschiitzer bezieht sich aber auf J und nicht auf J.

e Das gleichzeitige Unterteilen nach links und rechts bezeichnet man auch
als Randwertmethode, im Gegensatz zur Anfangswertmethode, bei der
man bei a startet und sich sukzessive bis nach b vorarbeitet. Die Na-
mensgebung stammt von den Aufgabenstellungen bei der numerischen
Simulation von Differentialgleichungen.
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